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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 1

/ Sprehodi po grafu in polkolobarji \

Imejmo usmerjen (relacijski) graf G = (V,R), R C V x V in polkolobar
(A,+,-,0,1), kar pomeni, da je:

e (A,+,0)— Abelov monoid:
a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b+¢c, a+0=aq;

e (A, -, 1) - monoid:
a-(b-c)=(a-b)-¢c, a-1=1-a=a

in da operacija - distribuira ez operacijo +:
a-(b+c)=a-b+a-c in (a+b)-c=a-c+b-c

Polkolobar je zaprt, Ce v njem obstaja Se enomestna operacija zaprtja
(ovojnice) a*, za katero velja

ac=14+a-a"=14+a"-a

\Polkolobar je idempotenten, Ce velja a + a = a. /
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 2

/ ...Sprehodi po grafu in polkolobarji \

Naj bo podana Se preslikava w : R — A, ki vsaki povezavi priredi njeno
vrednost.

Preslikavo w lahko razSirimo na sprehode in kon¢ne mnoZzice sprehodov po
grafu s predpisi:

e naj bo Z, nicelni sprehod v tocki v, potem je: w(Z,) = 1

e najbo S = vyv1vs ... vg sprehod po grafu G, potem je:

k

w(S) = H w((vi-1,v;))

i=1
e za prazno mnozico sprehodov () velja w(()) = 0

e naj bo S kon¢na mnozZica sprehodov, potem je
w(8) =) w(S)

L y
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 3

/ Lastnosti vrednosti sprehodov \

Naj bosta S; in Ss sprehoda, tako da je konec sprehoda S; enak zaCetku
sprehoda Ss. Tedaj lahko sprehoda staknemo v nov sprehod, ki ga ozna¢imo
S1 0 55. Zanj velja

w(Sl O 52) = w(Sl) . w(Sg)

Za kon¢ni mnoZici sprehodov &7 in S pa velja
w(81 U 82) + w(81 M 82) = w(Sl) + ’LU(SQ)

in v posebnem primeru, ko je S NSy = 0: w(S1 US2) = w(S1) + w(S2).

Polkolobar je poln ntk. vsota definirana tudi za neskonCne mnozice in
veljajo posploSena komutativnost za seStevanje, posploSena asociativnost in
posploSena distributivnost. Poln kolobar je vselej zaprt za

a*:iGZNai
- /

Univerza v Lijubljani, Podiplomski §tudij statistike 4P O DV ¥ « %




V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 4

/ Z.gledi polkolobarjev \

Zgled: Kombinatoricni polkolobar

(N, +,-,0, 1), + seStevanje, - mnoZenje; w((u,v)) € N je Stevilo nacinov, na katere

lahko 1z toCke u pridemo po povezavi v toCko v. O

Z.gled: Polkolobar regularnih izrazov

(P(X%),U,-,0,¢e), ¥* — mnozica kon¢nih nizov nad abecedo ¥, - stikanje nizov,
e = {\}; w((u,v)) € X oznaka povezave. w(S) — (beseda) zaporedje oznak
povezav na sprehodu S. O

Z.gled: Polkolobar najkrajsih poti
(Rd, min, +, 00, 0), w((u,v)) € R4 dolZina povezave, w(S) (prava) dolZina
sprehoda S. O

Zgled: Povezanostni polkolobar
({0,1}, v, A, 0,1), w((u,v)) =1 < (u,v) € R, w(S) = 1. O

Zgled: Verjetnostni polkolobar
([0,1],4,-,0, 1), + seStevanje, - mnozenje; w((u, v)) € [0, 1] je verjetnost prehoda

Qtoéke u po povezavi v tocko v. D/
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 5

4 N

Mnozice sprehodov

e &, —mnozica vseh sprehodov iz tocke u v tocko v;
e S* —mnozica vseh sprehodov dolZine k iz tocke u v tocko v;
]{: v e v e . v . v v
° wa) — mnoZica vseh sprehodov dolzine najveC £ iz toCke u v toCko v;

e &,, —mnoZica vseh enostavnih sprehodov iz toCke u v tocko v.

a. Sk cshcsy,
k 00

b SH=])sl, Sk = Sk,
1=0 k=0

c. k#h= S NS =10

d  k>V|-1:&,cS¥
k

e.  w(SH)=> w(S,)

1=0

N
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 6

/ Enolicna razcepnost \

Pri razsiritvi vrednosti na sprehode in mnozice sprehodov nismo uporabili
distributivnosti. Kaj nam prinese?

Posplo§imo najprej stikanje na mnoZice sprehodov: So ) = o S = () in

S1 OSQZ{SloSQIsl 681,52 632}

Za mnoZico sprehodov S bomo rekli, da je enolicno razcepna za mnoZzici
sprehodov &7 in So, Ce je S = &1 o S in ne obstajajo sprehodi S, .57 €
S1,51 # 57 in Sy, S5 € Ss, tako da bi veljalo S 0 Sy = S 055, Z drugimi
besedami: vsak sprehod iz S je mogoce na en sam nacin zapisati kot stik
sprehoda iz &7 in sprehoda iz Ss.

IZREK 1 Naj bo mnoZica S enolicno razcepna za S1 in So in koncna ali
pa polkolobar poln. Potem velja

w(81 O 82) = ’LU(Sl) . ’LU(SQ)

N /
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja

/ Prehodna matrika \

Uredimo mnozico to¢k V = {vq,vs,...,v,}, potem lahko preslikavo
w : R — A predstavimo z matriko, pravimo ji prehodna matrika

W = |w;;], katere elementi so doloCeni z predpisom

w((vi,v5)) (v, v5) €ER

wij =
0 sicer

Mnozico vseh kvadratnih matrik reda n nad A ozna¢imo z M,,(A). Ce v
polkolobarju (A, +, -, 0, 1) zahtevamo, da velja Se

VaeA:a-0=0-a=0

je tudi struktura (M, (A), +, -, 0, 1) polkolobar, pri cemer sta operaciji nad

matrikami definirani na obicajni nacin:

_
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 8

4 N

NicCelna matrika O ima vse elemente enake 0, enotna matrika 1 pa le

Potence prehodne matrike

diagonalne enake 1. Ce je osnovni polkolobar poln, je poln tudi matricni
polkolobar. Zaradi asociativnosti je enolicno doloCena k-ta potenca
poljubne kvadratne matrike nad A. Za k-to potenco prehodne matrike W
velja:

IZREK 2 Element ’wfj k-te potence W¥ prehodne matrike W je enak

vrednosti vseh sprehodov dolZine k iz tocke v; v tocko v;.

Dokaz: Pozor, wfj ni k-ta potenca w;; !!! Izrek bomo dokazali z indukcijo. Za k = O in

k = 1 ocitno velja. Predpostavimo, da velja za k in pokazimo, da tedaj velja tudi za k£ + 1.
Oznacimo s K mnozico indeksov vseh tistih tock, ki jih je mogoce doseci iz toCke v; po
sprehodu dolzine £ in je hkrati mogoce priti iz njih po povezavi v toCko v;. Ceje K = 0, je
tudi SZ+1 = () in zato w?T!

ij
sprehoda dolZine k£ + 1 na sprehod dolZine k in sprehod dolZine 1 in razbitja mnoZice

qrehodov glede na toCko, iz katere pridemo v v; velja: /
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 9

/ ... potence prehodne matrike \
k+1 _ k-l—l k 1
w(S5) = Z w Sz(t)j Z w (S 0 Sy
teK te K
n
_ k 1y k _ k _ o k+1
= Z w(Sg) - w(Stj) = Z Wi - Wty = sz’t P Wtj = Wiy
teK te K t=1
S tem je po nacelu popolne indukcije izrek dokazan. O

Za prehodno matriko W acikliCnega grafa velja dkg < n : Vk > kg :
WP¥ = 0. Pri tem je ko dolZina najdaljSega sprehoda po grafu.

A% = f: A’
1=0

Qelja w( ) = w(S( )). V idempotentnih polkolobarjih je A®) = (1 +A)k/
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 10

4 N

Zaprtje (ovojnica) prehodne matrike

Kaj pa, ¢e je mnozica sprehodov neskoncna, kot je vcasih S*.? Tedaj stvari
] P J p J ij ]

gladko tecejo, Ce je polkolobar poln.

Poglejmo si primer, ko v polkolobarju velja absorpcijski zakon:
Va,bce A:a-b+a-c-b=a-b
Zaradi distributivnosti zadoSCa ze zahteva:

Veec A:14+c=1

N /
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja

11

/

Torej je za vse dovolj velike k

w(SH) = w(&ij)

N

Neenostaven sprehod

Enakost velja tudi v primeru, ko je S Z? = (.

~

Recimo, da v Si(f) obstaja neenostavni sprehod S.
Ker ni enostaven, se vsaj ena tocka, naj bo to v, po-
javi veckrat. Del sprehoda med prvo in zadnjo pojav-
itvijo tocke v¢ v S je obhod. Oznacimo ga s C'. Tedaj
lahko S zapiSemo v obliki S = P o (' o Q. Toda tudi
P o @ je sprehod. Pois¢imo skupno vrednost obeh
sprehodov:

w({PoQ, PoCoQ}) = w(PoQ)+w(PoCoQ) =
— w(P) - w(Q) + w(P) - w(C) - w(Q) =

= w(P) - w(Q) = w(PoQ)

in zato tudi w(S7;) = w(&ij)

Univerza v Ljubljani, Podiplomski Studij statistike
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 12

4 N

Izracun zaprtja v polkolobarjih z absorpcijo

Ker je mnozica tock V' koncna, je konc¢na tudi mnozica &;; in potemtakem
lahko vrednost w(S;”J) izraCunamo. Na primer tako, da upoStevamo, da je

za vse dovolj velike k:
W* =Wk = (1 + W)*

Ce izberemo k oblike 2°, lahko z radunanjem potenc (1 + W)zi i=1,..,5
postopek pohitrimo. Izkazalo pa se je, da to ni najuCinkovitejSa pot.

Kleene, Warshall, Floyd in Roy so prispevali vsak svoj delez k postopku,
katerega je nazadnje 1zpopolnil Fletcher.

N /
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 13

/ Fletcherjev postopek \

Pr1 Fletcherjevem postopku predpostavljamo, da je polkolobar poln.
Enomestno operacijo zaprtja * definiramo s predpisom: a* = .~ a'. Ne
zahtevamo absorpcije ali idempotence.

Naj bo Co = W, potem lahko Fletcherjev postopek zapiSemo takole:

for & := 1 to n do begin
for::=1tondoforj:=1tondo
Ck[z,]] = Ck_l[i,j] + Ck—l[i, ]C] . Ck_l[k, ]C]* . Ck_l[k,j];
Cilk, k] := 1 + Cglk, k]
end;
Cy i, j] je vrednost vseh sprehodov iz tocke v; v tocko v;, ki gredo skozi tocke z indeksom
najveC k. Torej je kon¢na matrika C,, = W™*. Pravilnost postopka pokazemo z indukcijo

po k. Pri programiranju postopka seveda shajamo Ze z dvema matrikama; oziroma eno samo,

Ce je seStevanje idempotentno. V primeru, ko velja tudi absorpcijski zakon se postopek Se

Q)enostavi, saj je a* = 1. /
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 14

4 N

Vmesnost in geodezicni polkolobar

Ce poznamo matriki [d,, ,,] in [g.»] lahko dolo¢imo tudi g, ,(¢) takole:

Gu,t * gt du,t + dt,v — du,v
gum(t) — .
0 sicer

Za hkratni izra¢un obeh matrik [(d, v, gu,. )] lahko uporabimo Fletcherjev
postopek nad geodezicnim polkolobarjem, ki ga uporabimo na sestavljeni
matriki

(d7 n)u,v —

N
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 15

4 N

... Ymesnost in geodezicni polkolobar

V mnoZici A = (R U {oo}) x (NU {oo}) vpeljemo operaciji: sestevanje:

1 a<b
(a,7) ® (b,j) = (min(a,b),§ i+j a=0b)
L J a>b

in mnoZenje: (a,1) ® (b,j) = (a +b,7-J).

Dobljena struktura je poln in zaprt polkolobar

(0,00) a=0,i#0

(0,1) sicer

N /
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V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 16

/ Izracun vmesnosti v R-ju

mat .geodesics <- function (m)
{ n <= nrow(m)
md <- m; md[m==0] <- Inf; mc <- m; mc[m>0] <=1
for (k in 1:n) { for (u in 1l:n){ for (v in 1:n) {
dst <- md[u,k] + md[k,Vv]
if (md[u,v] >= dst) {
cnt <- mclu,k]*mclk,v];
if (md[u,v] == dst) {mc[u,v] <- mc[u,v] + cnt }
else {md[u,v] <- dst; mclu,v] <= cnt }
}
}1}
list (dis=md, cnt=mc)

}

vec.betweeness <- function (m)

{ mt <- mat.geodesics(m); attach (mt)
n <- nrow(m); bw <- rep(0,n)
for (v in 1:n) {

b <- 0
for (u in 1:n) {for (w in 1l:n) {
if ((cntflu,w] > 0) && (u !'= w) && (u !'= v) && (v !'= w) &&
((dis[u,v] + dis[v,w]) == dis[u,w]))
{b <— b + cnt[u,v]*cnt[v,w] / cntlu,w]}

b}
bw[v] <= b/ ((n-1)*(n-2))
bw

\_ /
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja

4 N

’Se nekaj operacij z matrikami

Transponirana matrika A* matrike A je dolo¢ena z ag;- = aj;. Velja
(A-B)Y =B* . AY
Matrika A je simetricna ntk. AT = A.

Za realno matriko A je prirejena dvojiska matrika b(A) = |b;;] dolocena z

N
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja

/

Urejenostno podobne matrike

Permutacijska matrika P doloCena s permutacijo 7 je

Lol =

0 sicer

matrika P taka,daje B=P - A - P71,
Urejenostna podobnost matrik je enakovrednost.

Matriki izomorfnih grafov sta si urejenostno podobni.

N

Matriki A in B sta urejenostno podobni, A = B, ntk. obstaja permutacijska

Univerza v Ljubljani, Podiplomski Studij statistike

18




V. Batagelj: Analiza omrezij, 6. Matrike in omreZja 19

MnoZenje matrike in vektorja

Naj bo S matrika vredosti sprehodov, i/ C )V dana mnoZica in p =

[p1,D2, - .., Pn] vektor-vrstica pripadnosti — p; = 1 ntk. v; € U. Tedaj je
(pS); enak vrednosti vseh sprehodov (iz S) iz U v tocko v;.

Naj bo e; vektor-vrsticaze; = 1ine; = 0, 7 # 4 Tedaj je nad
kombinatoricnim polkolobarjem

(e;WK),; = Stevilo razli¢nih poti dolZine k iz v; v v;.

N
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-

N

Zgradba (matrik) usmerjenih grafov

b((W + WT))* —Sibke komponente — diagonalni bloki

b(W)* — krepke komponente — krepka skréitev — ureditev skupin —
diagonalni in naddiagonalni bloki

~

/

Univerza v Ljubljani, Podiplomski Studij statistike
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21

g
|

N

/ ...zgradba (matrik) usmerjenih grafov \

Notranja zgradba krepke komponente — naj bo d
najveCji skupni delitelj dolzin obhodov v krepki
komponenti.

Komponenta je enostavna, e je d = 1; sicer je
periodicna s periodo d.

Mnozico toCk V krepko povezanega usmerjenega
grafa G = (V,R) je mogoce razbiti na d skupin
Vi, Vo, ..., V4, tako da za vsako povezavo
(u,v) € Rveljau € V; = v € V(imod d)+1 -

/
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja

/

Racunanje z matrikami grafov v R-ju

Zbirka ukazov

mat .perm(m, p)
per.invert (p)
vec.unit (n)
vec.sel (n, p)

mat .bin (m)

mat .power (m, k)
mat . sumpow (m, k)
mat .close.bin (m)
mat .dist (m)

mat .paths (m)
vec.path (m,u, v)
mat.rnd.ER(n, p)
mat .save.net (fnet,m)
mat .prob (m)

N

22
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V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja

4 N

...racunanje z matrikami grafov v R-ju

Bonhourejev periodicni graf. Pajek

p <- ¢(1,11,13,17,18,2,4,14,19,3,5,7,9,15,20,6,8,10,12,16)
a <— mat.perm(n7,p)

mat .bin (mat.power (a, 10))

mat .bin (mat.power (a,11))

mat .bin (mat.power (a, 4))
mat .bin (mat.power (a, 8))

N
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4 N

Obratna matrika

Kvadratna matrika A je neizrojena, e je det A # 0.

Za neizrojeno matriko A vselej obstaja natanko doloCena matrika B taka,
da je AB = 1. Pravimo ji obratna matrika matrike A in ozna¢imo A1,
Velja

AAT'=ATTA=1

(AB)"' =B 'A™!

V R-ju dobimo obratno matriko s funkcijo solve ().

N
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4 N

Lastne vrednosti

Naj za kvadratno matriko A obstajata Stevilo A in vektor x = 0, tako da
velja
Ax = \x

tedaj je A lastna vrednost in x lastni vektor matrike A.

Lastni vektor je doloCen do mnoZenja s konstanto natancno. Obicajno to
konstanto izberemo tako, da je ||x|| = vVxTx = 1.

Vse lastne vrednosti matrike so reSitve enacbe det(A — A1) = 0. V
sploSnem so lahko tudi kompleksna Stevila.

Naj bo T neizrojena kvadratna matrika in B = T~ ! AT, tedaj imata A in
B iste lastne vrednosti.

N /
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...lastne vrednosti

Najbo A = diag(A1, A2, A3, ..., Ap) in V = [x1, X2, X3, ..., X,] matrika
sestavljena 1z ustreznih lastnih vektorjev. Tedaj je

AV = VA

Ce so vse vrednosti razliCne, so pripadajoci lastni vektorji neodvisni in zato

matrika V neizrojena. To da

VAV = A 0ziroma A =VAV!

Naj bo T"'AT = A, tedaj je tudi T"!A*T = A* = diag(\F). Tore;
imata matriki A in A¥ iste lastne vektorje.

Zvezo A¥ = TA*T~! lahko uporabimo za u¢inkovit izra¢un potenc AF*.

N /
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/ ... lastne vrednosti \

Poglejmo sedaj A* = > 70 A*

T 'AT =) A" =diag() )
k=0 k=0

Ce so vsi | \;| < 1 je torej

1

T 'A*T = di
1ag(1 Y

) oziroma A*=(1-A)"!

Lastni vektorji-vrstice zadoSCajo zvezi yA = Ay. Oznac¢imo z U matriko
lastnih vrstic. Tedaj je

UA = AU oziroma UAU ' = A

torej, Ce 1zberemo ustrezne mnozitelje, velja

U=V 0ziroma uv =1

N /
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Lastne vrednosti simetricnih matrik

Vse lastne vrednosti realne simetricne matrike so realne.

Lastni vektorji so orfogonalni — za vsak par lastnih vektorjev x # cy velja
T
x 'y = 0.

Matrika T je ortogonalna, &e je T1 = T 1.

Za simetri¢no realno matriko A je V1AV = A, kjer je V ortogonalna
matrika in A realna matrika.

N /
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/ Polpozitivne matrike \
Matrika A = [a;;] je
e pozitivna, Ce Vi, j : a;; > 0
e polpozitivna, e Vx > 0: (Ax > 0AxT A > 0)
Polpozitivno matriko sestavljajo nenegativna Stevila in v vsaki vrstici in v

vsakem stolpcu je vsaj eno nenicCelno Stevilo. Vsaka pozitivna matrika je
tudi polpozitivna.

Naj bo A polpozitivna matrika. Tedaj ima lastno vrednost (Frobenius-
Perronova) A* in pripadajoci lastni vektor x*, za katera velja:

a. lastna vrednost \* je realna in nenegativna;
b. druge lastne vrednosti po absolutni vrednosti ne presegajo A*;
¢. vektor x™ je nenegativen;

d. za vse u > \* je matrika u1 — A neizrojena in matrika (u1 — A)~!

\m)lpozitivna. /
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... polpozitivne matrike

Ce je matrika A tudi nerazcepna (graf je krepko povezan), velja:

a’. lastna vrednost A\* je pozitivna in enojna;

b’. e je A pozitivna, so druge lastne vrednosti po absolutni vrednosti
manjSe od \*;

¢’. vektor x* je pozitiven;

d’. matrika (u1 — A)~! je pozitivna.

e. vektor x* je edini nenegativni lastni vektor;

f. naj bo s = min; Zj a;; in ' = max; Zj a;;. Tedajjealis < A\* < Sali
paje A* = s = .5. Podobno velja za stolpce.

g. naj bosta A in B istega reda, nerazcepniin A —B > 0, tedaje A% > A\%;
h. mnoZica lastnih vrednosti matrike A je unija mnoZic lastnih vrednosti

matrik njenih krepkih komponent.
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/ Markovske verige \

Kvadratna matrika P je verjetnostna (stohastiCna) ntk. je nenegativna in
so vse vrstiCne vsote enake 1. Produkt verjetnostnih matrik je verjetnostna
matrika. Potenca verjetnostne matrike je verjetnostna matrika.

Markovska veriga ima za prehodno matriko verjetnostno matriko. ToCkam
obiCajno reCemo stanja. Krepka komponenta Mv je koncna, Ce 1z nje ne
vodi nobena povezava. Glede na graf matrike se stanja Mv delijo na

e minljiva — ne pripadajo koncnim krepkim komponentam
e ponavljajoca — pripadajo konCnim krepkim komponentam. Naprej se
delijo na stalna (d = 1) in periodicna (d > 1).
Element pfj matrike P” je enak verjetnosti, da se po k korakih nahajamo v
stanju v;, ¢e smo zaceli v stanju v;.
Naj bo p(k) = p(0)P*. Tedaj je p(k); enak verjetnosti, da se po k korakih
knahajamo v stanju v;, ¢e smo zacetek izbrali glede na porazdelitev p(0). /
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Regularne Markovske verige

Markovska veriga je regularna ntk. je njen graf krepko povezan in so vsa

njena stanja stalna.

Potenca P* z rastodim k teZi k matriki W, ki ima vse vrstice enake
porazdelitvenemu vektorju w, ki zadosca enaCbi wP = w.

Vektor w je pozitiven. Velja PW = WP = W. Ne glede na izbiro p(0)
vektorji p(k) = p(0)P* gredo proti vektorju w.
Matri¢no zaporedje A; je sestevno po Cesaru ntk. vrsta % Zle A, gre

proti neki matriki A.

Za prehodne matrike periodi¢nih krepko povezanih Markovskih verig
veljajo v smislu seStevnosti po Cesaru enake lastnosti, kot veljajo za

regularne.

N /
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Ponavljajoce Markovske verige

Temeljna matrika ponavljajoCe Markovske verige je
Z=1-P-W))!

Matrika Z vselej obstaja in velja Se (za periodi¢ne, po Cesaru)

7 = 1+i(Pi -~ W)
1=1

N /

Univerza v Lijubljani, Podiplomski $tudij statistike 4P O P ¥ « %




V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 34

/

N

Naj bo E = [e;;] matrika, kjer je:

Pravimo j1 matrika povprecnega prvega prehoda. Velja

kjer je J kvadratna matrika iz samih enic. V posebnem primeru je e;; = —-

~

Uporaba temeljne matrike

® ¢;;,t # j enak priCakovanemu Stevilu korakov preden prvi¢ prispemo
v stanje v;, Ce smo zaceli v stanju v;;

e ¢;; enak priCakovanemu Stevilu korakov preden se prvicC spet vrnemo v

stanje v;;

E = (1—Z+ Jdiag(Z)) diag(i.)

Wy

1

/
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0n3 N FH==+=

HN== 03

N

Uporaba temeljne matrike / primer v R-ju

summer weather
F.S. Roberts: Discrete mathematical models, p.267
<- c( 1/3, 1/2, 1/6,
1/2, 1/3, 1/6,
1/3, 1/3, 1/3 )
<- c¢("hot'’,’'moderate’,’cool’)
<- matrix (nrow=3,byrow=T, dimnames=1ist (n,n),data=S)

<— nrow(S)

<- t(S)-diag(n); A[n,] <- rep(l,n)

<- rep(0,n); b[n] <-1

<- solve (A, Db)

<- matrix (nrow=n,ncol=n,byrow=T, w,dimnames=dimnames (S) )

<- solve(diag(n) — (S - W))

<- (diag(n) - Z + matrix(nrow=n,ncol=n,byrow=T,diag(Z)))
$*% diag(1l/w)

dimnames (E) <- dimnames (S)
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/ Markovske verige z minljivimi stanji \

Konc¢ne krepke komponente v Markovski verigi so absorpcijske — ko vanjo
zaidemo, jo ne moremo vec zapustiti. Ce skr¢imo absorpcijske komponente
in prehodno matriko P skrCene verige ustrezno preuredimo, jo lahko

1 0
P =
[R Q]
Prvemu delu ustrezajo absorpcijska stanja. Za njene potence velja:
ph _ 1 0
R, QF

Zaporedje QF — 0 z rastofim k. Vselej obstaja N = > ° Q¢ =
(1 — Q)~'. Element n;; je pri¢akovani *¢as’ zadrZevanja v stanju v,, Ce

zapiSemo v obliki

zadnemo v stanju v;.

Element b;; matrike B = NR pa je enak verjetnosti, da bomo poniknili v

kabsorpcij skem stanju v;, Ce zaCnemo v minljivem stanju v;. /
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QO ==

Qs

WHo=210n3

N

Markovske verige z minljivimi stanji / primer v R-ju

gambler’s ruin
F.S. Roberts: Discrete mathematical models, p.268
<- 1/3
<-c¢(21, 0, O, 0, O,
l_pl 0 r Py O/ O/
0 rl_pr 0 r Dy O/
0 ’ 0 Il_pl Or |
o, o0, 0, 0, 1)
<_ C(I$OI,I$lI’I$21,I$3I,I$4I)
<- matrix (nrow=5,byrow=T,dimnames=1ist (n,n), data=G)

<= 5; m <= 2

<- mat.perm(G,c(1,5,2,3,4))
<- G[(m+1l) :n, (m+1l) :n]

<- solve (diag(n-m)-Q)

<- G[(m+1l) :n,1l:m]

<- N %*% R

Univerza v Ljubljani, Podiplomski Studij statistike

37

4P HOP ## « X



V. Batagelj: Analiza omreZij, 6. Matrike in omreZja 38

4 N

Viri
Batagelj, V.: Semirings for Social Networks Analysis. Journal of Mathemat-
ical Sociology, 19(1994)1, 53-68.

Kemeny, J.G., Snell, J.L.: Finite Markov Chains. Van Nostrand, New
Jersey, 1960. Amazon.

Kemeny, J.G., Snell, J.L., Thompson, G.L.: Introduction to Finite Mathe-
matics. Introduction to Finite Mathematics.

Roberts, E.S.: Discrete Mathematical Models. Prentice-Hall, New Jersey,
1976. Amazon.

N /

Univerza v Lijubljani, Podiplomski Studij statistike 4P O DV ¥ « %



http://www.amazon.com/exec/obidos/ASIN/0387901922/categoricalgeome/103-2783541-1564617
http://math.dartmouth.edu/~doyle/docs/finite/cover/cover.html
http://www.amazon.com/exec/obidos/tg/detail/-/013214171X/qid=1071219228/sr=1-2/ref=sr_1_2/103-2783541-1564617?v=glance&s=books

	Sprehodi po grafu in polkolobarji
	…Sprehodi po grafu in polkolobarji
	Lastnosti vrednosti sprehodov
	Zgledi polkolobarjev

	Mnozice sprehodov
	Enolicna razcepnost
	Prehodna matrika
	Potence prehodne matrike
	…potence prehodne matrike

	Zaprtje (ovojnica) prehodne matrike
	Neenostaven sprehod

	Izracun zaprtja v polkolobarjih z absorpcijo
	Fletcherjev postopek
	Vmesnost in geodezicni polkolobar
	…Vmesnost in geodezicni polkolobar
	Izracun vmesnosti v R-ju

	"Se nekaj operacij z matrikami
	Urejenostno podobne matrike
	Mnozenje matrike in vektorja

	Zgradba (matrik) usmerjenih grafov
	…zgradba (matrik) usmerjenih grafov

	Racunanje z matrikami grafov v R-ju
	…racunanje z matrikami grafov v R-ju

	Obratna matrika
	Lastne vrednosti
	…lastne vrednosti
	…lastne vrednosti

	Lastne vrednosti simetricnih matrik
	Polpozitivne matrike
	…polpozitivne matrike

	Markovske verige
	Regularne Markovske verige
	Ponavljajoce Markovske verige
	Uporaba temeljne matrike
	Uporaba temeljne matrike / primer v R-ju
	Markovske verige z minljivimi stanji
	Markovske verige z minljivimi stanji / primer v R-ju

	Viri

