Poglavje 3

Zakonitosti razvoja

Zapiski soSe v pripravi.

3.1 Razvoj kvantitativnega modela

e doloCitevciljev in merljivih ter lastnih (izpeljanih) spremenljivkmodela (
neodvisne — odvisne spremenljivke);

e strukturiranje zvez med spremenljivkami;
e dolocitev oblike posameznih zvez;
e dolocitev (ocene) vrednosti parametrov;

e uporaba modela pri analizi problema; analiza ustreznaistiutljivosti, tve-
ganja.

3.2 Porazdelitve

Na tip porazdelitve lahko sklepamo iz narave problema. Dplegled porazdelitev
in povezanosti med njimi najdemo 9,[str. 20].
Momentir-te stopnje

diskretne porazdelitve
[e.e]
= k'
k=0

zvezne porazdelitve
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2 Uvod v operacijske raziskave

SrediSCni momenti-te stopnje

diskretne porazdelitve

o0

pr = (k=) pr

k=0
zvezne porazdelitve
gl
[y = / (x — ) g(x)ds
—00

p2 =0

Ce je porazdelitev simetricna so momenti sodega reda énaki
programska podpora - priprava podatkov - glajenje in risamjolocanije tipa
- doloCanje parametrov - Pearson

3.2.1 Porazdelitve Pearsona

Druzina porazdelitvenih krivulj Pearsona zadoScardifieialni enacbi za gostoto
porazdelitveg(z) oblike

1 dg(x) a+x

g(z) dz o4z + cpa?

Parametrey, c1, ¢co in a dolo€imo iz podatkov. Naj bodou, ms, m3 in m4 mo-
menti porazdelitve.Ce prestavimo koordinatno izhodis€e v povprecno vretino
my1, lahko parametre dolo€imo iz zvez:

m m
Vbr = 2 by = —
m3 mg
1
d = 2(552 — 6b; — 9) a = E\/m2b1(bg + 3)
1
cCo — —m2(4b2 - 3b1) ci = a
= —(2by —3b; —
2 d( 2 — 3b; — 6)

Tako na primer gostota normalne porazdelitvéu, o) zadoS€a enalbi

1 dg(z) x—p
g(z) dz o2

Tip krivulje je odvisen od korenov imenovalca. Obstaja @k vrst krivul].
Z integriranjem diferencialne enacbe dobimo

lng(w)Z—/ are

5 dw
co +c1x + cox
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3.2 Porazdelitve 3

Integracijsko konstanto dolocimo iz pogoja

/_O:o g(x)dx =1

V nekaterih primerih tudi numeri¢no.
Oglejmo si nekej tipov:

3.2.2 Tip I. Pozitivni in negativni koren.

co+ c1x + cor? = —cola + ) (B — ), a,3>0

Desno stran diferencialne enacbe izrazimo v obliki:

a+x A B

co+car+cr? a+z fB-zx

KoeficientaA in B dolo€imo po metodi nedolocenih koeficientov. Dobimo
Ing(x) = Aln(a+2z) — Bln(f —z) + C
oziroma

g(z) = K(a+2)* (8 —2)""

3.2.3 Tip IV. Kompleksna korena.

Imenovalec ima kompleksne korene:
2 2 2
co + 1z + cox® = eo((x — )” + 57)

Stevec izrazimo v obliki: +a = z — « + . Tedaj lahko desno stran diferencialne
enacbe zapiSemo v obliki:

a+w —2(x — ) vy g

cot+c1r+ea? 2e((w—a)2+p2) of (x—a)*+ 32

Dobimo

Ing(z) = % In((z —a)? + 6% — #arc‘cg(

r—«

3 )+ C

oziroma

r—o

9(z) = K((z — a)? + §2) 2 (85

.

)) co B
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4 Uvod v operacijske raziskave

3.2.4 Tip VI. Razlitna negativna korena.

co+ 1z + ez = ez + o) (z + ), 0<a<p

Desno stran diferencialne enacbe izrazimo v obliki:
a-+t+x A B

5= +
co+ 1T+ e r+a x4+

Dobimo
Ing(x) = Aln(x + o) + Bln(x + ) + C

oziroma
g(x) = K(x + a)A(:U + ﬁ)B

3.3 Funkcijske zveze

Imamo mnozico podatkov
(z9i),  i=1Ln, 7, €R" y eR

ki jih Zelimo izraziti s funkcijsko zvezg = f(z).
Zato je lahko vec razlogov:

e povzetje podatkov (redukcija, interpolacija, aproksiijaac.);

e poenostavitev (zamena) zapletenih obrazcev z enostavnimi
e Opis naravnih zakonitosti;

e iskanje naravnih zakonitosti;

e oOcenjevanje parametrov;

e dolotanje neznane vrednosti: vrednost v sredini, napmxaage;

¢ (neobvezno) vrednostj; zgladimo — odstranimo naklju¢ne vplive — Sum;
e izberemo obliko zveze — druzino dopustnih funkcij;

e izberemo kriterij prileganja funkcije podatkom in gledenpeberemo na-
jboljSo prileznico;
e analiziramo, ovrednotimo dobljeno reSitev; po potrelsitppek ponovivimo.

V nadaljevanju se bomo pretezno, predvsem v ponazoritwaiejili na funkcije
ene spremenljivke.
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3.3 Funkcijske zveze 5

3.3.1 Ali sta koli¢ini sploh funkcijsko povezani?
Entropija

Naj bop(X) = (p(z;))}, verjetnostna porazdelitev lastnosfi. Entropija po-
razdelitvep(X') imenujemo koli¢ino

n

H(X) = - Zp(ﬂﬂi)lgp(iﬂz’)

=1

kijer jelg = log, inveljap =0 = plgp = 0.
Velja ocena
0<H(X)<lgn

Entropija doseze spodnjo mejo za izrojene porazdelit®,) = 1; p(x;) =
0, ¢« # k in zgornjo mejo za enakomerno porazdelifgy;) = %, i=1,...,n.
Torej lahko vpeljemaelativnho entropijo

H(X)
lgn

h(X) =

z vrednostmi na interval(0, 1]. Ta nam omogoca tudi primerjavo porazdelitev z
razlicnim Stevilom stanj (enostavnih dogodkov).

Imejmo lastnostiX in Y s porazdelitvama(X) in p(Y) ter skupno po-
razdelitvijo p(XY'). Tedaj jeinformacija med lastnostimaX in Y doloCena z
izrazom

I(X,Y)= ;le(xi,yj)lgl%

ki jo lahko, €e upoStevamo

m n

Zp(u’ﬂz’, y;) = p(z;) in ZP(%, y;) = p(yy)

j=1 i=1

zapisemo
I(X,)Y)=HX)+ H(Y)—- H(XY)

Pokazati je mogoce, da velja
HX)+H(Y)> H(XY)>max(H(X),H(Y))

Od tu izhaja
0<I(X,Y)<min(H(X),H(Y))

Informacijal(X,Y) doseze vrednodt natanko takrat, ko za vsak par; velja
p(xi,y;) = p(x;)p(y;); kar pomeni verjetnostno neodvisnost lastndstin Y.
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6 Uvod v operacijske raziskave

Drugo skrajnost dobimo v primeru, ko obstaja médn Y funkcijska zveza —
v vsakem stolpcu in vsaki vrstici porazdelityéX'Y") je najvec en od nic razlicen
Clen. Tedaj velja

H(X)=H(Y)=HXY)=1I(X,Y)

Torej je informacijal (X, Y') mera funkcijske odvisnosti (dolocenosti) med last-
nostimaX in Y. Pri tem velja poudariti, da je definirana za vsa vrste mhrski
lestvic.

Raiski je leta 1964 vpeljal za mero povezanosti lastn&siin Y koeficient

_I(X)Y)
R(X «<Y)= HXY)
ki ima tudi usmerjeno obliko
I(X,)Y)
X-=Y)=
R(X —-Y) HOY)

Oba koeficienta zavzemata vrednosti na interyald| in imata vrednost 0, ko
sta lastnosti verjetnostno neodvisnR(X — Y) = 1, ko je Y funkcija X-a;
R(X < Y) =1, ko obe lastnosti ena drugo natanko dolocata.

Pogojna entropija in informacija

Naj bo A nek dogodek. Tedajimenujenpogojna entropijdastnostiX pri pogoju
A entropijo pogojne porazdelitye( X /A)

n

H(X;A) == p(xi/A)lgp(xi/A)

i=1

V posebnem primeru, ko jd = y;, meri H(X;y;) nedoloCenost lastnosk pri
pogoju, da ima lastnost vrednosty;.
Od tu dobimo mero za povpretno pogojno entropijo lastndsglede nay”

m

H(X;Y)=> ply;) H(X;y;)
j=1

ki jo lahko zapiSemo tudi takole

m n

H(X;Y) == py;) D p(i/y;) lgp(ei/y;) =

j=1 i=1
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3.3 Funkcijske zveze 7

in, ker jep(A/B) = p(AB)/p(A),
- f;‘ljilpm,yj) s l)  pxy) - HOY)
Pokazati je mogocCe, da velfd(X;Y) > H(X;Y Z). To upoStevamo naprej v
I(X,)Y)+H(X;Y)=(HX)+HY)-H(XY))+(H(XY)-H(Y)) = H(X)
Torej je
H(X)=I(X,Y)+H(X;Y) in HY)=I(X,Y)+H(Y;X)

Prvo zvezo lahko preberemo: Celotna nedoloCenost lasttoge enaka vsoti
pojasnjene in preostale nedolocenosti.
Informacijo med lastnostim&  in Y pri pogojuA je enaka

[(X,Y;A) = ;zlp«w/m1%?’557%?&5‘3@

= H(X;A)+H(Y;A)— H(XY;A)

in povprecna informacija med in Y pri znanih vrednostit¥
I(X,Y;2) = Yoy p(z)[(X, Y 2) =

S p(za) (H(X: 2) + H(Y; 2) — H(XY2,)) =
HX;Z2)+H(Y;Z)-H(XY;Z) =

— (H(XZ) - H(2)) + (H(YZ) - H(Z)) - (H(XY Z) — H(Z)) =
— H(XZ)+H(YZ)— H(Z)— H(XYZ)

Pokazati je mogoce, da vpeljava nove lastnosti pove&arimdcijo medX in os-
talimi upoStevanimi lastnostmi

I(X,)YZ)-1(X,Y)=
= (HX)+H(YZ)-H(XYZ))— (HX)+H(YY)—-H(XY)) =
= (HXY)-HY)) - (HYZ)-H(XYZ))
HX;Y)-H(X;YZ)>0
Pokazimo Se zanimivo zvezo med vsemi tremi oblikami (paskupinsko in
delno) informacije
I(X,)Y;Z)=HXZ)+H(YZ)-H(Z)-H(XYZ) =
= (HX)+H(YZ)—-H(XYZ)-(HX)+H(Z)-H(XZ)) =
= I(X,)YZ)-1(X,Z)

Torej velja

I(X,Y:2)=1(X,YZ) - I(X, Z)
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8 Uvod v operacijske raziskave

3.3.2 Glajenje podatkov
e “na oko”;
e drsece sredine;
e eksponentno glajenje;
e spektralni postopki.

Te pristope bomo podrobneje spoznali nekoliko kasnejepri b casovnih vrstah.
V primerih, ko so velika nihanja v podatkih , poskuSamo dtkendenco

razvoja, tako da nihanja zgladimo, zravhamo - osnovne gedadomestimo s

"gladkejSimi”podatki. Zelo ugodno je, da je glajenje géafd podprto. Mogoce

je v ozadju celo kaka lepa analititha krivulja.

Drseca povpretja

Predpostavim\t;, = const. Podzaporedja (intervale) iz podatkov zamen-
jamo z njihovo aritmeticno sredino. ObiCajnorjeliho Stevilo - sredina zamenja
podatek v sredi intervala. Za = 2s + 1 dobimo tako novo zaporedje

(Uk), k=s+1,s4+2,...,n—s

kjer je

Racunski prijemi:

N B 1
Yk = Yk—1+ E(yms — Yk—s—1)
1k
2k = E Z Yi, Yk = Zhts — Fh—s—1
7j=1

Utezena drs&a povpretja

DrsecCe sredine so precej grob postopek, ki se ne prilagagnim znacilno-
stim podatkov. ObcutljivejSe satezenedrsece sredine, ki temelje na polinomski
aproksimaciji dela zaporedja.

Gp = P(k)=ao+ay-k+ag-k*+ ... +amp-k™

pri cemer tocko 0 postavimo v tocko, v kateri dolocamedmost {n je lih). Tedaj
je g, =P(0) =ao.
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3.3 Funkcijske zveze 9

Glajenje podatkov je eno izmed podrocCij analize podatkise nahaja na
robu Glajenje ni znanost, je umetnost. Uporablja se prilpoeyanju podatkov —
generiranju hipotez.

grafitha metoda, oko

krivulje najboljSega prileganja, metoda najmanjsihdnedov

filtriranje Osnovna ideja: vsak izmerjeni podatgkposkusimo izraziti kot
vsoto prave (ali osnovne) vrednogtiz;) in napakee;. Torej

yi = f(x;) + e

Pri tem poskuSamo izbrati tak da bo celotna napaka ¢im manjsa.
Ce z enim glajenjem ne dobimo dovolj gladkih podatkov, ppskoponovimo.

3.3.3 Drse&e sredine

1
Y, = g(yi—Q +Yic1 + Vi + Yir1 + Yis2)

1
Y, = §(yi_2 + 2yi—1 + 3Yi + 2Yit1 + Yivo)

3.3.4 Uteene sredine
V tocki ¢ = 0 poskuSamo aproksimiraim + 1 podatkov
Y—msY—m+1s- - Y=1,Y0, Y15 - - - s Ym—1,Ym
s polinomom stopnjé
k
p(t) => ast®
s=0

po metodi najmanjSih kvadratov — z minimizacijo napake

t=—m

Koeficienti a; minimalnega polinoma morajo zadoS€ati potrebnim pagoja
ekstrem

OF i
0:8 = Z(yt—p(t))ts, s=0,1,...,k
s t=—m
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10 Uvod v operacijske raziskave

iz katerih dobimo sistem enacb za koeficieaie
m m k m
Z yt® = Z p(t)t’ = Zar Z TS s=0,1,...,k
t=—m t=—m r=0 t=—-m
Pri tem velja upostevati, da je za liet s
m
Z tr—l—s =0
t=—m

Za primer dolo€imo najboljSo parabolo skozi 5 todk £ 2,m = 2). EnacCbe
za koeficiente imajo v tem primeru obliko:

m
dag + 10ay = Z Yt
t=—m
m
10a; = Z ty;
t=—m
m
10ag 4 34as = Z t2yt
t=—m

Iz prve in tretje enacbe dobimo

1 m m
ay = %(17 Z yt_5 Z t2yt)

t=—m t=—m

1
= —(17(y—2+y-1+v0o+y1+y2) —5(dy—2+y_1+y1+4y2))

35
1
= £(—3y_2 + 12y_1 + 17y0 + 12y1 — 3y2)
Pokazati je mogocCe, da je sta koeficientagpri in ys, s = 1,...,m enaka.

To nam omogoca, da shemo zapiSemo v zgoSceni obliki:

L3 19,17]
35 ) )

Na podoben nacin lahko izpeljemo celo vrsto shem. Nagtgijmnekaj:

k=3 m=33[-2,3,6,7]
k=3 m=45:[-21,14,39,54,59]
k=4 m=3 5:[5-30,75,131]
k=4 m=4 35[15,-55,30,135,179]
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3.3 Funkcijske zveze 11

) 1
Y; = pi(0) = ao(i) = £(—3yz72 + 12y 1 + 17y; + 12y,41 — 3yiy2)
Izpeljane sheme ne veljajo na robu; za prvih in zadnijildlenov. V teh primerih
moramo uposStevati Se enakosti za preostale koeficiemtify kaenkrat nismo
potrebovali.
V primeruk = 2, m = 2 dobimo:

1

Yo-1=pn2(1) = £(2yn,4 — 8Yn_3 + 12050 + 2Tyn_1 + 2y,,)
1

Yo = p”*2(2) = %(_yn74 +4Yn—3 — 6yn—2 +4yn—1 + 69yn)

ZaYj in Y5 dobimo zrcalne’obrazce.

3.3.5 Eksponentno glajenje

Wiener je predlagal prilagodljivo glajenje
Uk = ayr — (1 — a)Pk—1

90 = Yo
pri Cemer jex € (0, 1] parameter glajenja.
IzpiSimo obrazec za splo3ni Clen

Gk = ayp + a1 — a)yp—1 + (1l — a)ypo + ... + a(l — a) Gy

Ce jea =~ 1, vpliv zadnjih €lenov hitro slabi.
Pokazati je mogoce, da je

D(j) = ~——D(y)

22—«

Torej, ko — 0 se nihanje zaporedja vse bolj dusi.
V praksi obi€ajno izbiramaev € [0.1,0.3].
Uporablja se tudi veckratno glajenje.
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12 Uvod v operacijske raziskave

3.3.6 lzbira oblike

Najprej moramo izbrati obliko funkcijske zvezg — razred dopustnih funkcij
F. lzbor lahko opravimo na osnhovi teorije — izpeljemo oblilasitev. Obliko
funkcije nam lahko predpisujejo tudi izbrana/dostopnaemetticna in program-
ska orodja (linearizacija, ...). Pogosto pa zaradi ponaji teorije ali drugih
razlogov dolocimo razred na drugacen nacikadraloga na oko, izkusnje, hevris-
tika, varcnost, enostavnost, zlepki in drugi (polni) et funkcij, sodila (razlike,
sredine), sploSne znacilnosti opisovanega pojava &be v neskoncnosti, ...).

Zveznost, diskretnost, ekvidistantnost.

Lagrangeov polinom — gre skozi tocke, vendar vmes lahkoohoadivija.
UpoStevati je potrebno tudi priCakovane znacilnos§itke - neprehitro sprem-
injanje, naraScanje, limitne vrednosti.

3.3.7 Krivulje
Modeli rasti

Neomejena naravna rast

Diskretni model
y(z +1) = ky(x), y(0) = C, z €N

resitev

y(x + 1) = ky(z) + p, y(0) =C, z €IN

resitev
) RO+ k#EL
y(x)_{pm—kc k=1

Zvezni model

resitev
y(z) = Ce™

OPOMBA: Ce postavima = In k, jek* = ¢*. Modela sta navidez enakovredna.
Prviima zar € R tudi resitve

y(x) = Ck" + z(x)
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3.3 Funkcijske zveze 13

kjer je z(z) poljubna funkcija, ki zado$¢a pogoju
z(z) =0, z €N

Na primer

O

Omejena naravna rast Slabost obeh prejSnjih modelov je, da v naravi pojavi
niso neomejeni — ne velja; — oo, ko x — oo.
To slabost odpravljata modela:

Ay(z) = k(1 — %)y(m), y(0) = C, xz €N
dy
o
kjer m predstavlja mejo zg.
Analiza diskretnega primera je razmeroma zapletena (glaitfani ). Zato si
bomo ogledali le zvezni model.
Diferencialno enacbo modela zapiSemo v obliki

s(1— =)y, y(zo) = C, T 2> X

Y
m

d d
_y + —y = sdzx
Y m—y
in dobimo reSitev
C/
Y _ (e oziroma Yy = e
m—y C'4 ez

Cejes > 0, zanjo velja
lim y(z) =m

T—00

KonstantoC’ dolocimo iz zvezey(zy) = C. Dobimo:

Ce5%0

!
¢ m—C

in dalje
m

= = (1 — %)efs(mf:vo)

y(x)

Dobljeni krivulji pravimologisticna krivulja; Pearl, Reed 1920.
Kaj pa e se tudi zmogljivost okolja spreminja= m(z)?
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14 Uvod v operacijske raziskave

Lanchesterjeve enébe

Naj bostal4 in Ap zaporedoma hitrosti strelbe enot strahiin B; m4(t) in
mp(t) pa ustrezni priCakovani Stevili neuni€enih enot v dariemutkut. Zacetni
Stevili enot stan 4 in npg.

Izhajamo iz predpostavke

Amag = —ApmpAt

od koder dobimo, prit — 0

in podobno
dmp _
I AMA
Ce prvo zvezo Se enkrat odvajamo in upoStevamo drugonunbi
2
dd% = AaApma

ki ima resitev oblike
ma = Cle\/)\A)\Bt + 026—\/)\,4)\315

in od tu

1
mp = 1 dma _ )\_A(Cze_\/)\A)\Bt — CpeVAarst)
Ap dt AB

Iz zaCetnih Stevil enat4(0) = n4 in mp(0) = np dolo€imo Se

1 A5 1 A5
01—2(TLA np )\A) 02—2(TLA+7”LB )\A)

Vpeljimo nove oznake

e v = "4 —razmerije sil,

B

e o = 34 —razmerje hitrosti strelbe;

e 7 = vy/a —premot strani nad B;

e 7 = \/ApAat —relativni Cas;

o jy="2 x=AB- delez prezivelih.
pa lahko Lanchasterjeve enacbe zapiSemo

1
pa=chrt——shr up =cht —nshrt
n
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3.3 Funkcijske zveze 15

3.3.8 Gostota naseljenosti mesta

Clarkov krozni model
D= Ae b

x — oddaljenost od srediSca, — gostota v srediScu, — strnjenost/kompaktnost
pozidave.
Ce Clarkov obrazec logaritmiramo in diferenciramo, dobimagprej

InD=—-bzx+InA
in dalje
dD
o=
Recimo, da imamo dve toCki; in 2o, 21 < x5. Tedaj lahko iz prve zveze dobimo
oceni za koeficienta

_ In D1 — IHDQ A = Dszle D;lszQ

—-bD

—b
T1 — T2

Clarkov model ima veg posplositearkovni modelD = D(r, ). Medvedkov
(1965) je predlagal modell = A(y) in z = rb(p). Ozadje tega modela je
mesto z enim srediS¢em, v katerega vodijo glavne poti dnijga. Ob teh poteh
je gostota vecja.

Se sploSnejSi model sta podala Gurevic in Sauskin (L9N@j bo 7" hitrost
padanja gostote vzdolz Zarka

10D
T=--""
D or

Predpostavljamo , da jE(r, ¢) > 0. Iz enatbe dobimo
D = Dge Jo T

S tem obrazcem lahko ocenimo Steviltnost prebivalstvaljupnem obmocju
mestal) kot

N(Q)://&]D(r,ap)rdrdcp:Do//gre_foTTdrdrdap

Vrste
e T = const — Clarkov tip mesta;

T = T'(¢) — Medvedkov tip mesta;

o T =T(r);
o T =U(r)V(p);
o T =T(r,¢) — splosni tip mesta.
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16 Uvod v operacijske raziskave

3.3.9 Gravitacijski modeli mednarodne trgovine
3.3.10 Cobb-Douglasova funkcija produktivnosti

Naj bo O produktivnost (output) podjetja (rudnika); vlozena sredstva (capital)
in L delovna sila (labor force) tér > 0, 0 < v < 1 konstanti tedaj velja

O =kCYL'™

3.3.11 Zipf-Mandelbrotov zakon

Imamo besednjak urejen po padajocCih relativnih frekvanga: = 1, ... n. Tedaj
obstajajo konstantk, v > 0 in p, tako da je

pi=k(i+p)"

Zipf je ugotovil, da za vecino naravnih jezikov velja za andelitev besed ~
0.1, y~1, p=0.
Nekaj primerov

vzorec 1000 N 0% p k
anglescCina, proza 260 1.04 ? 013
francoSc€ina, elektrotehnika 200 0.98 ? 0.119
nemscina, elektrotehnika 200 0.99 159 o0.10
ruscina, elektrotehnika 200 0.84 190 0.14
€escCina, literatura 1500 1.04 1.35 0.132

Podobni zakoni (za dovolj veliké’)
m(F,N) = g(N)F~(+2) o >0

Mnozica oznacenih objektowa(F, N) je Stevilo oznak, ki se pojavijo natanko
krat v vzorcuN objektov.
Pareto - velikost osebnega dohodka.

Ribistvo
Funkcija rasti: von Bertalanffy (1938)

I = Loo(1 — e K(i700))

[ — velikost; t — €as; L, — asimptoticna velikostt, — Cas velikosti0 (majhno
negativno).
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3.3 Funkcijske zveze 17

Funkcijarasti: Gompertz (1825)

Wt == W()@G(lie_gt)
W —teza.
Funkcija prirastka (obnove): Beverton-Holt (1956)

R=——
a+ 5
P — Steviltnost starSevske populacije— Steviltnost zaroda (nove generacije).
Funkcija prirastka — Gama: Saila-Lorda (1980)

R=aPYe PP

Prvi del izraZza rodnost, drugi pa vplive gostote. Za= 1 dobimo Rickerjevo
funkcijo prirastka (1958).

Funkcija prirastka: Sheperd (1982)

1+ (£

a —rodnost;3 > 0 — gostota;K — znacilni delez populacije.
(Alometri €na) funkcija rasti
W = aLb

W —teza;L — dolZina; praviloma je za ribke € [2.5, 3.5].

Zlepki
Standardne krivulje rasti

Opisujejo zakonitosti razvoja pojava v ¢asu. Lahko zaWldjivvemo iz teorije;
lahko pa samo Zelimo modelirati dane podatke z zahtevatamérostjo.
Osnovni tipi:

e premica
y(t)=ap+ay -t
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18 Uvod v operacijske raziskave

e parabola
y(t) = ag +ay -t +ay -t

e polinomi
y(t) =ag+ar -t+ag-t*+... +ay - t"

e logaritmicna
y(t) =log, t

e eksponentna
y(t) = ad’

e |ogaritmicna parabola ,
y(t) = ab'

e premaknjena eksponentna

y(t) =c+ab
e Gompertzova krivulja
y(t) = ca”
e logistitna krivulja
H=—
Y = T

Obstaja Se vrsta drugih. Obicajno logistitno krivulbimo, ¢e postavimg(¢) =

—a-t.

Kako izberemo, katera funkcija je najustreznejSa ? Poglenetodo znacilnih

prirastkov. Iz danega zaporedja (zglajenega) izraCuramdilne kolicine
Uk = AYk = Ykt+1 — Yk
Wy = Ayk = ..

in odlocimo takole:
Ce je koli€ina (skoraj) konstantna je krivulja:

Uk premica
Auvy, parabola
A"y polinom stopnjen
Uk Yk eksponentna
A(vg/yk) logaritmiCna parabola
A(log vy) premaknjena eksponentna
A(log(vk/yk)) Gompertzova krivulja
A(log(vi/y3)) logistitna krivulja
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3.3 Funkcijske zveze 19

V¢asih so problemi z logaritmi negativnih Stevil. Delrmjsn lahko izognemo s
povecanim glajenjem ali zrcaljenjem (?).

Kako izbrati ? V€asih izhaja iz teorije pojava. (Vcasih&gmo mozne tipe).
Prva metoda je vizualna - iz grafitne predstavitve. Druga poncne diference.
(' V¢asih na zglajenem zaporedju)

Lahko uporabimo tudi kak8no natancnejSo formulo za ddyuirastek).

Hitrost

o = (@)k Ukl — Yk Ykl — Yk—1
dx Tyl — Tk Thpyl — Th—1
d®y
v = (s )k

Parabolav® = const
Eksponentnav = % = ab? Inb = yInb torej je s = const.

4=
Podobno za ostale.
Nato iz razreda dopustnih funkcif izberemo tisto, ki se najbolje prilega
nasim podatkom

Pristopi:
e dan je razred funkcij; doloci tisto, ki se najbolje prilegadatkom;

e dana je zahtevana natancnost; doloCi ¢im enostavrfejikcijo (nacelo
varcnosti - ¢im manj parametrov)

Napaka
Yk = [(zk) + ek

Dve fazi
e izbor tipa krivulje
e doloCitev parametrov

Delne napake zdruzimo v celotno napak¢f) na vet nacinov

Ei(f) = Y lel
k

Exf) = Y ek
k

Ey(f) = max|ey|

Namesto napake, bi lahko izbrali tudi kako drugo mero odstopanja funkcije od
podatkov — na primeortogonalno(pravokotno) napakey,.
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20 Uvod v operacijske raziskave

Najpogosteje se uporablja metoda najmanjSih kvadratgenaNvelika pred-
nost je, da v nekaterih primerih omogoca analiticno diddw reSitve; njena glavna
slabost pa je, da je mocno obcutljiva na podatke, ki madusiopajo od krivulje.
Zato zadnje Case vse pogosteje uporabljajo tudi metodawbg odstopan;, ki
je precej robustnejsa.

UteZena metoda najman;jsih kvadratov

E(a) =Y wie; =Y wi(f(xi,a) — y;)°
i i-1

UpoStevanje natan¢nosti meritgy+ o, tedaje; = 2—

E; 1
Bla) = Y ()2 = Y (2 =Y
Torejw; = .
Relativna napakay; = f(z;)(1+ ;)
yi — f(@i) _yi— f(xi) 1
0; = ~ = wW; = —5
f(z:) Yi y;

Tujki.

Metoda najmanjsih kvadratov.

Diskretni model / zvezni model. Diskretni model pravilomamrakim ko-
rakom — lahko privzamemo celoStevilski interval.

Cooke, 389 - MNK je osnovana na Gauss-Markovem izreku. Gxafik

3.4 Regresijska premica

y = f(z,a,b) =ax+b

Po metodi najmanjsih kvadratov poskusimo dolociti kdefitaa in b tako, da bo
celotna napaka

n
E(a,b) = Z w(azg +b— yg)?
k=1
najmanjsa. Kot vemo iz optimizacije, lahko doloCimo paedraa in b kot reSitev

sistema enacb
OF O0FE

90~ ap
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3.4 Regresijska premica 21

oziroma

aZwkxz—Fwakxk = Zwkxkyk
ay wprg+bY wp = Y wpyk

Uvedimow = 3wy in

1 1 1 — 1
T= ) Wtk T= ) WkYk TP > WkTkYk, 0= > Wk
pa dobimo
ar?+bx = Ty
at+b = 7y

Sistem ima enoli¢no resitev

Ty — 1Y b—7T— ax
a== =y —ax
72 _ 2

v kateri F doseZe najmanjSo vrednost. Enacbo regresijske prdafike zapiSemo
tudi v obliki

y—y=alx—7)
Oznacimo
Sey = Y wi(zk —T)(yr — J) = w(TY — TY)
Spx = Zwk(xk —7) = w(z? - 7%

Torej velja tudi
_ Say S wi(zr —T)(yr — 7)

Sxx Z wk(wk - E)Q
Pokazati je mogoce, da gemodela

9 _ Syy — aSzy

g =
n—2
3.4.1 Uporaba regresijske premice

(wuyz) 3 (uivui)
y = f(z,a,b) v=Au+ B

u=g(z,y) REG
u o J
a=«a(A,B)
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22 Uvod v operacijske raziskave

Primer: Zay = 2£ dobimo

btz
x b+« 1 b
Y a a ~~ a
< —~ U~
v A B
f(z,a,b) u | v |alb
y=axr+0b| x y | A| B
1 1
= az+b 'f y A B
_a
y—;jb = | Y 41 B
Y= 7% T v A | B
— ar 1 z | L | A
Yy = z+b T Y B B
y = axb Inz |Iny |e4 | B
y = ab” z |lny|et|ef
y:a,b%1 % lnly e | eP

Spath je predlagal naslednjo pot za aproksimacijo=z f(z, a,b) v primeru, ko
znamo enega od parametrov iz enacb

OE 0F

da  Ob
dobiti analititho. Recimo, da znamo iz ene enacbe izZrazit= a(b). Tedaj
vstavimo ta izraz v drugo enacbo in dobimo enaétip) = 0, ki je odvisna le od

b. DoloCimo reSitew — na primer z numeri¢nim postopkom za iskanje nicel. Par
(a(b),b) je iskana reSitev.

Metoda najmanjSih kvadratov za krivulje z nekaj linearnimi

parametri

V nekaterih primerih v funkcijif (z) nastopajo posamezni parametri linearno. Te
lahko analiticno izlo¢imo, preostale pa dolo€imo nagko.
Kot primer si oglejmo funkcijo oblike

f(z;a,b) = ag(x;b)

Tedaj je
E= sz(f(wz) - yi)2 = Zwi(ag(xi; b) — yz‘)2
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3.4 Regresijska premica 23

S pogojema minimalnosti

OF
o =0 =2 > wi(ag(wi; b) — yi)g(xi; b)
OF
o5 =0 = 2 > " wi(ag(xi;b) — yi)g1 (s b)

kier je g1 (z4;b) = %g(w; b).
Iz prve enacbe izrazime kot funkcijo bja

2 wiyig(wi;b)

“= a(b) B sz‘g(fﬂi; 5)2

iz druge enacbe pa dobimo funkcijo

D(b,a) = sz‘(ag(ﬂﬁz‘; b) — yi)g1(xi; b)

b je nicla te funkcije pri danemju.
ReSitev(a*, b*) dolocimo z razpolavljanjem (bisekcijo):

izberib;; b,;
a; = a(by); ar :=a(by); Dy := D(by,a;); Dy := D(by,ay);
repeat

bs := (b + b,); as = a(bs); Ds := D(bs, as);

if D;D, < 0then beginb, :=bs; D, := D, end

else begin, := bs; D, := D, end

until |b, — by| < &
b* i= 1(b, + by);a* = a(b*);

3.4.2 Posplgitve

Pogosto uporabljamo tudi modela:
f(x,a1,a9,...,a5) = Zakgpk(ﬂ:)
Kjier soyy(z) linearno neodvisne funkcije.
f(x1, @, oy Ty, a1, a2, ey Q) = Zakfﬂk

V primeru nelinearnih modelov uporabimo racunalnik — Megitov postopek.
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24 Uvod v operacijske raziskave

3.4.3 Analiza ostanka

Ko izberemo najboljSo prileznicg* (z), lahko nariSemo graf ostanka = y;, —
f*(x3,). Ce je slika ostanka nakljuéna — ostanki so naklju¢no miegeni okrog
osi in vzdolz osi enako razprSeni smo nalogo opravili;péeso v sliki ostanka
opazne kake pravilnosti, ostanek najbrz skriva neupaste sestavine.

V sliki ostanka se pogosto jasno pokazejo tujki in drugitopajoci podatki.

V primeru, ko se razprsenost spreminja vzdolz osi, gonord heteroskedastiCnosti.
Pogosto je lahko odpravimo s transformacijo @si

Zaporedje predznakov ostankov mora biti tudi naklju¢nicersmamo opravka
Z avtokorelacijo.

Filtriranje !

Modeli

Deskriptivni, opisni — Kako se kaj (bo) obnasa(lo) ?

Preskriptivni, normativni, optimizacija — Kako naj se npfidealno) obnasa ?

3.5 Casovne vrste

Casovno vrstsestavljajo vrednosti sluéajne spremenljivke v danesoéaem
obdobju. Na primer:

e ekonomija: dnevna prodaja, letna poraba energije, ...;
e naravoslovje: gibanje temperature, plimovanije, ...;
e druzboslovje: rojstva, selitve, ....

Po naravi izvora delimo Casovne vrste ngeznen diskretne 1z zvezne vrste z
odtipavanjem(pogosto enakokoracnim) dobimo diskretno ¢asovno vrsto
Delimo jih tudi na

e deterministtne vrednost v danem trenutku se podreja neki zakonitosti —
lega urinega nihala — sinusoida;

e stohasttne naslednje vrednosti so le delno dolocene z dosedanjimi.

Pri stohastiCnih Casovnih vrstah nimamo dobre predstapeocesih v ozadju.
Napoved naslonimo na domnevo, da bo obnaSanje v bodo@dpoddbnaSanju
v preteklosti (stalnost ali vsaj gladko spreminjanje métraa). Pogosto se ta
predpostavka porusi: spremembe v okolju, vladni ukrepi, .

Metode napovedovanja vrednosti delnic so moderna inapieminjanja svinca
v zlato.

Ljudje najdemo vzorce tudi v povsem naklju¢nih pojavih.
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3.5Casovne vrste 25

3.5.1 Sestavin€asovnih vrst
Obicajno poskuSamo dano Casovno vrsto razstaviti ned@ie sestavine:

e trend T": opisuje dolgorocno gibanje povprecja. OpiSemo ga suko
trenda — tirnico.

e ciklicna nihanjaC': opisujejo dolgorocna nihanja trenda. Na primer v
ekonomiji: razcvet, nazadovanje, upadanje, okrevanjéla nihanja niso
vedno periodicna.

e sezonska nihanj&" periodicne spremembe glede na trenutek v periodi
(mesec/leto, dan/teden, ura/dan, ...). Vélja, = S, p je perioda.

e motnje R: nepravilne spremembe. Lahko so nakljucne (Sunobicajno
normalno porazdeljen) ali pa tudi ne (nesrece, ukrep), Motnje so lahko
vCasih tako mocne, da povzroCijo spremembe v ostalitagiesh — spre-
menijo mehanizem vrste.

V¢asih opazujemo trend skupaj s ciklicnimi nihanji — towzkno sestavino oznacimo
z Z. Obstaja ve€ nacinov zdruzevanja naStetih sestaviodaintasovne vrste.

e aditivni: y=T+C+S+R

e meSaniiy =725+ R

e multiplikativni: y = ZSR
Z glajenjem ali prileganjem doloCimo oceni za trend in sesk@ nihanja. Ostanek
vsebuje motnje in ciklicni prispevek.
3.5.2 Napovedovanje

Naj bo y; izmerjena vrednost vrste v trenutku= 1,2, 3,... in §; napovedana
vrednost za trenutek Tedaj zs; = y; — 7 0znatimoostanelali napako napovedi.

Ucinkovitost nekega postopka napovedovanja merimoajticali spovpre-
nim kvadratnim odstopanjem

1 t
MSE = = 2
ti;et

ali pa spovpre&no absolutno napako

1
MAD = - €
ti;'t'
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26 Uvod v operacijske raziskave

Ce so ostanki; normalno porazdeljeni, je
VMSE ~ 1.25MAD

Meri MSE in M AD uporabljamo za ocenjevanje natancnosti napovedi, pa
tudi za izbiro parametrov uporabljene metode napovedavaihj ta namen na
podatkih za preteklo obdobje uporabimo izbrano metodogatiénih vrednostih
parametrov. Izberemo tisti nabor parametrov, ki da najgmnppako napovedi.
Vcasih, ¢e imamo dovolj dolgo vrsto, lahko pri doloCamarametrov metode
uporabimo nacelaleli in vladaj parametre doloCimo na srednji polovici vrste,
prva Cetrtina nevtralizira probleme zacetka, na zacktjitini pa metodo preskusimo.

Veckrat vpeljemo Selednik(tracking signal)

1

t
K, —
"= MAD, Z_:th

Ce je |K:| > 4, metoda slabo sledi vrsti — potrebno je popraviti paramalire
zamenjati metodo napovedovanja.

Sezonski indeks povezuje tekoto sezonsko spremembo s pripadajoco vred-
nostjo na tirnici
_ U
=7
Poglejmo si nekaj metod napovedovanja:

I

Zadnja vrednost

Za napoved vzamemo, kar zadnjo vrednost

Ut+1 = Yt

Ce je skupni trendZ konstanten, ni sezonskih nihanj inf&Sum, je to najboljsa
ocena.

Drseca povpretja

Uporabimo prijem, ki smo ga ze spoznali pri glajenju fuljiih vrednosti:

k k
Jir1 = > Qilfi—i, da=1
=0 i=0

le, da imajo praviloma prvi koeficientig, a1, . . . ve€jo tezo.
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3.5Casovne vrste 27

Navadno eksponentno glajenje
Ze Wiener, in za njim %e Holt ter Brown, so predlagali prddgivo glajenje
U1 = oy + (1 — )G = ¢ + ey

pri Cemer jea € (0, 1] parameter glajenja. Priporocljivo je, dade < 0.3,
obitajnoa =~ 0.1.

Problem zaCetka. Najpogosteje #avzamemo kany; ali neko (zunanjo)
oceno za to vrednost. Drug pristop je, da najprej izberembapin vrednost
parametra glajenja, vrednost parametra v obrazcu pa spreminjamo po pravilu

1 1

n T >

=4t T t=1,2,3,...
« sicer

Tedaj za Clene s spremenljivim parametrom velja
I
Yt = 7 Zyz
¢ =1

Slaba stran eksponentnega glajenja je, da je vgelej< y; — vselej zaostaja
za naraScajocim trendom.
IzpiSimo obrazec za splo3ni Clen

U1 = oy + ol —)y—1 + a1 — oz)Zyt,g + ... 4 all —a)y_s

Ce jea ~ 1, vpliv zadnjih &lenov hitro slabi.
Pokazati je mogoce, da je

E(y) = E(y) in D(y) =

ter

2
2—«
Torej, koo — 0 se nihanje zaporedja vse bolj dusi.

Navadno eksponentno glajenje ima enak uCinek na vrstorketd povprecje

z o; = L, kjer jen dolocen iz enatbe

T n

E(Et) =0 1in D(Et) =

D(y)

(n+1)a=2
Vzporedno z glajenjem zaporedja, lahko ratunamo tudi @capake
MADt+1 = (X‘e’ft’ + (1 - (X)MADt

Uporablja se tudi veckratno glajenje.
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Linearni trend

Model: y; = a + bt + p;
Naj bo Z; zglajena raven trenda tp popravek trenda
Zy = oy + (1 —a)(Zi—1 +bi—1)
be = B(Zi—Zi1)+ (1= B)by
Utrm = ¢ + mby

ZaCetnaZ; in by dolocimo iz starih podatkov ali na osnovi ocen iz zacefmih
datkov.

Konstantni trend s sezonskim nihanjem

Model: y¢ = aly+ pi, I1+p = I, Kjer jep perioda in/, ocena sezonskega indeksa
Zt = (Xi + (1 - Q)Zt—l
I,

Yt
= 1 -1
WZt+( Y i—p

L, =
gt—i—m = ZtIt—p—f—m
Zacetnel; doloimo na primer iz prvitp vrednosti
Yi .
I =—=—"— i=1,23,...
‘ Z?:l Yi

Tipicne vrednostiv = 0.1, v = 0.2.

Konstantni trend s sezonskim nihanjem

Model: Y = (CL + bt)[t + Pt
Ye

Zy = az— +(1—a)(Zi—1 +bi—1)
t—p

be = B(Zt—Zi—1)+ (1 —B)be—y
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Zacetne vrednosti dolocimo tako, kot pri prejsnjih dveatodah.

3.5.3 Druge metode

Box-Jenkins ARIMA(p,d,q)
Spektralne metode.
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